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1 Wahrscheinlichkeitsraume

— mathematische Beschreibung als Tripel (Q,F, P)
— : Ergebnisraum, Menge aller moglichen Ergebnisse eines Zufallsexperiments

— IF: Ereignisalgebra, die die Anforderungen einer Algebra erfiillt:

Qel

AcF = AcF
k
Ay, Ag, .. A e F = UAZE]F
=1

Ist also ein Erzeugendensystem G gegeben und soll iiberpriift werden, ob dieses Erzeugen-
densystem bereits eine Ereignisalgebra darstellt, so miissen obige drei Bedingungen erfiillt
sein: ) und @ miissen entsprechend stets in I enthalten sein, die anderen Elemente finden
sich durch Komplement- und Vereinigungsbildung.

— P: Wahrscheinlichkeitsmaf
P(A)>0
PQ)=1
P <U Ai> =Y P(A4;), wennd; NA; = @, Vi#j
i=1 i=1

Hieraus ergeben sich die folgenden, mitunter dufserst niitzlichen Zusammenhénge:

P(A%) =1 — P(A) P(o
P(A\B) = P(ANB®) = P(A)—P(AnB) P(AUB

k k
AC B= P(A) < P(B) P (U Ak) < Z P(4;)

2 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

— Definition: P(A|B) = Pp(4) = 2552, P(B) #0

— Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit (| J;c; B; = Q, B; N B; = @,Vi # j):
P(A) =) P(A|B)) - P(B))
i€l
— Satz von Bayes
P(A|Bj)P(Bj)
>_ier P(A|Bi) P(By)

P(Bj|A) =

— Mit Hilfe des Gesetzes der totalen Wahrscheinlichkeit und dem Satz von Bayes ist es moglich, die
Wahrscheinlichkeit zu berechnen, falls untersuchtes Ereignis und Bedingung ihre Rolle tauschen.

— Stochastische Unabhéngigkeit: Ereignisse A, B unabhéngig, falls P(AN B) = P(A) - P(B) bzw.
P(A[B) = P(4)
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3 Zufallsvariablen

— Definition: (92, F, P) Wahrscheinlichkeitsraum, (Q',F') Messraum, eine Funktion X, die Ereig-
nisse w; von © nach Q' abbildet, heifit Zufallsvariable;

— Kumulative Wahrscheinlichkleitsverteilung (KVF, CDF):
Fx(z) =P(X <z)=Pwe QX (w) <x)

— Fx(x) monoton wachsend, d.h. %z(m) >0
— Fx(z) ist rechtsseitig stetig, d.h. VA > 0 : limp_,o F'x(z + h) = Fx(z),Vx € R
— limy oo Fx(z) = 0,lim,; 00 Fx(z) =1
Umkehrung dieses Satzes ist moglich, d.h. zu jeder Funktion F', die obige Eigenschaften erfiillt,
existiert eine Zufallsvariable X.
— Unterscheidung zwischen stetigen (Bildraum R) und diskreten (Bildraum endlich) Zufallsva-
riablen

— im Falle einer reellen diskreten Zufallsvariable lasst sich F'x(x) mittles der Z&hldichte
(probability mass function, PMF)

px(z) = P({X = x})

wie folgt darstellen

Fx(z)= Y px(9)

£eQi<w
— im Falle einer reellen stetigen Zufallsvariable ldsst sich Fx(z) mittels der Wahrschein-

lichtsdichtefunktion (probability density function, PDF) wie folgt darstellen

Fx(x) = /_x Fx(6)de o fx(z) = dF;iE(w)

— Mehrdimensionale Verteilungen: Geg. sei X = (X1, Xo,..., X,,)” n-dimensionale Zustands-
variable, fiir die kumulative Verteilungsfunktion von X folgt:

Fx, . x,(1,...,2p) = PI{X <x}) =P{X:i <ai1}N...N{X, <z,})
analog zum eindimensionalen Fall folgt:
pxi,..x, = p({X =x})
Fx, . .x,= /xl " Ixixn (s 6n)dEr .. dE,

— 00 —0o0

— Marginalisierung: Durch Integration/Summation iiber die nicht mehr berticksichtigten Zufalls-
variablen erhélt man aus der Verbundwahrscheinlichtsdichte /Verbund-Zahldichte die Randdichte /Rand-
Zahldichte einer oder mehrerer Zufallsvariablen

pX1(x1): Z le;--~7Xn(x17""xn)

T2,..3Tn

le(xl):/ / fxi o xn (@1, zp)dag .. day,
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— Unabhéangigkeit von Zufallsvariablen: Zufallsvariablen Xj, ..., X,, unabhéngig, falls

le, 5 Xn $17"'7 HfX xz
Fx, . x,(x1,...,2 HFX x;)
PXq,. . Xn .’Bl, HPX 1'7,

— Bedingte Zufallsvariablen: Definition entsprechend dem Vorgehen bei Ereignissen

Fyja(eld) = Pa({X < a}) = P({X < 2}|A)
P({X <a}n{Y =y}

Fxjy(zly) = Pr({X < z}) =

P{Y =y}))
nur definiert, falls P({Y = y}) # 0
pxy(z,y)
P el = )
oy (aly) = 220 fxfi((sz)

— Funktionen von Zufallsvariablen
— lineare Funktion Y = g(X) =aX + b

(), a>0

Fy(y) = PY <)) = P{aX +b < Y}) = { C (D), <o

Ny) = a |fx< b)

= affine Abbildungen veréndern den generellen Typ der Verteilung nicht
— allgemeiner Fall Y = g(X)

= gfx(ﬂh‘) (' dote)

—1
) . y—glx)=0, diel,....K

4 Stochastische Standardmodelle

— Verteilungen diskreter Zufallsvariablen
— diskrete Gleichverteilung:
px(w) =
— Bernoulli-Verteilung: zwei Ereignisse (Erfolg X = 1, Misserfolg X = 0) von Interesse
% Parameter: p: 0 <p <1

P k=
% Zahldichte: px (k) =4 (1—p), k=0
0, sonst
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* Erwartungswert E [X] = p
* Varianz: Var[X] = p(1 — p)

* Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion: Gx(z) =pz+1—p

— Binomialverteilung: stochastisch unabhéngige Hintereinanderausfiihrung mehrerer Bernoulli-
Experimente

% Parameter: p:0<p<1l,n:nelN

x Zihldichte: px (k) = (})p*(1 —p)(n=h
* Erwartungswert: E [X] = np

* Varianz: Var[X| = np(1 — p)

* Wahrscheinlichtskeitserzeugende Funktion: Gx(z) = (pz+ 1 —p)"

— Poissonverteilung: geht aus der Binomialverteilung durch Bildung des Grenzwertes lim,,_, o By, (p, k)
hervor

* Parameter: A : A = np = const.

% Zihldichte: px (k) = Are™

*

Erwartungswert: E [X] = A
* Varianz: Var[X] = A

* Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion: Gx(z) = eM*~1)

— Geometrische Verteilung: Modellierung von Warteschlangen-Problemen (typische Fragestel-
lung: ,,Wann tritt Ereignis X zum ersten Mal auf?“); zusammen mit der Exponentialvertei-
lung einzige gedichtnislose Verteilung (P({X > n + k}X >n) = P{X > k}))

+* Parameter: p: 0 <p <1
* Zihldichte: px (k) = p(1 — p)F—!

Erwartungswert: E [X] = %

*

Varianz: Var[X]| = 1p;gp

*

— bz
— 1—z+4pz

% Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion: Gx(z)

— stetige Verteilungsfunktionen
— stetige Gleichverteilung;:

* Parameter: a,b: —oco < a,b, < o0

* Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion:
1
—  x€la,b
fx(x) = {ba .

0, sonst

* Erwartungswert: E[X] = 432
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(b-a)?
12

« Varianz: Var[X] =

ejwbiejwa

* Charakteristische Funktion: px(w) = oo

— Exponentialverteilung:

* Parameter: A: A > 0
* Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion: fx(x) = Ae™*

+ Erwartungswert: E[X] = }

* Varianz: Var[X] = {3
* Charakteristische Funktion: px(w) = _’\jw
— Normalverteilung
+ Parameter: p: p € R,0:0 >0
o o . N
* Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion: fx(z) = e 202

* Erwartungswert: E [X] = p

% Varianz: Var[X] = o2

Charakteristische Funktion: oy (w) = e/“F~ 2

*

5 Erwartungswert und Varianz

— Erwartungswert diskreter Zufallsvariablen

E(X]=) aP{X=a})=> apx(z)

xeY ey

Entsprechend folgt fiir Funktionen von Zufallsvariablen Y = g(X):

EY]=E[g(X)]= ) glx)px(2)

e

— Erwartungswert, Varianz (mittlere quadratische Abweichung) und Kovarianz steti-
ger Zufallsgrofien

E[X]= /00 xfx(z)dx

VarlX] = E [(X ~ E[X)?] = E [x?] ~ E[x]
Cov[ X, Y]=E[(X -E[X]))(Y —E[Y])]=E[XY]-E[X]E[Y] = Cov[Y, X]
Cov [X, X] = Var[X]

Entsprechend folgt fiir Funktionen von Zufallsvariablen Y = ¢g(X):

anEwmnz/wamn@Mx

— 00
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— Eigenschaften von Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

— Linearitdt des Erwartungswerts:

E[aX + bY] = aE [X] 4 bE[Y]

— Ordnungserhaltung
X <Y =E[X]|<LE[Y]

Sind X und Y stochastisch unabhéngig, gilt ferner:

o) o

exy)- | " syl (@ y)dady = | i@ [yt = €1x)-E

— Eigenschaften der Varianz und Kovarianz

Var[X] = Cov [X, X]
Var[aX + b] = a*Var[X]
]
]

Cov[aX + b,cY +d] = acCov [X,Y]
Cov[X +U,Y + V] =Cov[X,Y]+ Cov|[X,V]+ Cov U, Y]+ Cov [U, V]

Begriff der Unkorreliertheit zweier Zufallsgrofen: X und Y unkorreliert, falls
Cov[X,Y]=0< E[XY]=E[X]|E[Y]

— Begriff der Orthogonalitéit zweier Zufallsgrofien: X und Y orthogonal, falls

E[XY]=0

— Standardisierung von Zufallsvariablen: X sei reelle Zufallsvariable, 1 und o2 deren Erwar-
tungswert und Varianz. Die Standardisierung von X ist:

Y = %(x—u) ~ E[Y]=0,Var[Y] =1

— Korrelationskoeffizient: Beschreibung der Giite eines moglichen linearen Zusammenhangs zwi-
schen den Zufalls variablen X und VY:

i COV [X, Y] . Cx7y
oy V/Var[X]\/Var[Y]  oxov

€[-1,1]

Interpretation:

1, falls Y = aX + b mit a > 0
oxy =4 -1, fallsY=aX+bmita <0
0, falls X und Y unkorreliert
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6 Erzeugende und charakteristische Funktion

Erzeugende Funktion (diskrete Zufallsvariablen)

— Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion: X sei eine diskrete nichtnegative Zufallsvariable
oo
Gx(z) =E [zx] = pr(k)zk, |z] <1
k=0

— Berechnung von Wahrscheinlichkeiten, Erwartungswerten und Varianzen:

P({x=n)) = % | 6x(2)] y
E[xX] = | 6x(2) 3
Var[X] = [;ZGX(Z)} T E[X]* + E[X]

— Erzeugende Funktion einer Summe Z = ) "  X; von stochastisch unabh. Zufallsva-
riablen X;:

Charakteristische Funktion (stetige Zufallsvariablen)

— Charakteristische Funktion: X sei eine reelle Zufallsvariable

oxtw) =[] = [ " fy (a)da

—o
— Berechnung des Erwartungswerts und héherer Momente:

1| dr

E[X"] = n [MSOX(W)}

w=0

— Charakteristische Funktion einer Summe Z = ) " | X; von stochastisch unabh. Zu-
fallsvariablen X;:

Zentraler Grenzwertsatz

Aussage: normierte und zentrierte Summe einer groften Anzahl an unabhéngigen und identisch verteilter
Zufallsgrofen mit endlichen Erwartungswerten und Varianz ist annédhernd standardnormalverteilt
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7 Stochastische Prozesse

7.1 Reelle Zufallsfolge

— Ensemble und Pfad: beschreibt unterschiedliche Betrachtungsweise einer Zufallsfolge (X, : n €
IN)
— Ensemble-Darstellung: S;, : Q,, x Q-1 X ... x Q1 = R

(wnawnfla ce >w1) = sn(wnawnflv cee awl)
— Pfad-Darstellung: S, = (Sn,Sn_1,...,51) : Q" = R”
Wn = sp(wWn) = (8n(wWn), Sn—1(Wnn), - - -, s1(w1p))

— Autokorrelations- und Autokovarianzfolge:

Tx(k}, l) =E [kal]
ex(k, 1) = rx(k, 1) — px (k)px (1)

— Random Walk: mathematische Modellierung eines des Vorgangs, dass ein Teilchen bei jedem
Schritt (Schrittweite ) mit der Wahrscheinlichkeit p bzw. p — 1 einen Schritt nach rechts oder
links macht; die Richtung der einzelnen Schritte ist hierbei unabhéngig voneinader:

S, = i = X;,wobei P({X; = +0}) =pund P{X; =—-d0})=1—p
=1
EXi]=dp—6(1—p)=(2p—1)§

E[Sal =E > _Xi| =n(2p—1)s
=1
Xii.i.d 2
Var[S,] "'=" Var[X;] = 4np(1 — p)d

— Stationaritidt von Zufallsfolgen: Folgenelemente sind invariant gegeniiber einer Verschiebung
der Indizes

Fiir die Praxis weitaus wichtiger ist die Stationaritdt im weiteren Sinne, WSS (wide sense sta-
tionary):

px (i) = px (i + k)

Tx(il,i2> = Tx(il =+ k,ig + k) = Tx(il — ig) = T‘x(T),mit T =11 — 19

— Konvergenz reeller Zufallsfolgen

— konvergiert fast sicher (almost surely, a.s.):

P ({w : lim X, (w) = X(w)}) =1,X %X

n—oo
— konvergiert in Wahrscheinlichkeit (in probability, p.):

P{w : [Xp(w) = X(w)| > €}) =0,%X, & X
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— konvergiert im quadratischen Mittel (in the mean square sense, m.s.):

lim E [(X,(w) — X(w))?] =0,X ™" X
n—oo
— konvergiert in Verteilung (in distribution, d.):

lim Fy, (z) = Fy(z),X, % X

n—o0

— Markow-Ungleichung

P2 <) <
— Tschebyschow-Ungleichung
P(IX~EX]| 2 e}) < 2
7.2 Markowketten
— Definition Markowkette:
DXy | Xnp y s Ximg (Zngs - Tmy) = DXy Xy, (@n Ty )
fxnk|Xn,€71,...,xn1 (Tngs - -5 Tny) = fxnk\x,%1 (@n Ty )

Interpretation: Die Verteilung einer Zufallsvariable unter der Bedingung einer gegeben Vergan-
genheit (X, _,,...,Xp, wird nur von der zeitlich am néchsten liegenden Variablen (X, ,) be-
einflusst.

Homogene Markowketten liegen vor, falls die Ubergangswahrscheinlichkeiten bzw. Ubergangs-
dichten unabhéngig vom Index n sind.

— Beispiele fiir Markowketten: Randomwalk (S, = """ ; X;) oder X,, = [[.; W;, mit (W : i € IN)
paarweise stochastisch unabhéngig

— Darstellung von gemeinsamen Zihldichten bzw. Wahrscheinlichkeitsdichten:

n
PX1,o X (X1 - T0) = DXy HpXi|Xi_1($i|$i71)
1=2

Faen @1, n) = fxy [ [ Pxopxs (@ilaioa)
i=2
Beispiel fiir n = 3:

Mark
PX1 XX (T1, T2, T3) = Pxy 30,1 (2312, 21)Pxo x, (T2]@1)px, (T1) = Dxy|xo (23]2)Dx, %, (w2]21)px, (21)

— Chapman-Kolmogorow-Gleichung: beschreibt Moglichkeiten zur Berechnung von m-Schritt
Ubergangswahrscheinlichkeiten,- dichten der Form py elXn (Tntm|Tn)s P %o (Tntm|Tn)

n+m
PXpo [ X, (Tpyml|Tn) = E E H PX; X1 (wi|zi-1)
Tn+1 Tn4+m—1 1=n+1

Marginalisierung
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7.3 Reelle Zufallsprozesse

— Wiener-Prozess:

— Definition:
Se=Y Xu(t—il)
=1

— Eigenschaften:

x Autokovarianzfunktion, Autokorrelationsfunktion
pw(t) = E[Wi] = E[W; —Wo] =0
rw(s,t) = ew(s,t) = o? min(s, t) (nicht WSS, daher auch nicht stationér!)

— Poisson-Prozess:

— Definition:

— Eigenschaften:
x Zahlprozess, die Musterfunktionen sind entsprechend monoton steigend

* Zeitintervalle zwischen den Inkrementierungen sind unabhéngige identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit Parameter A

* Autokorrelationsfunktion, Autokovarianzfunktion

un(t) = E[Ny = E[N; — No] = At

rn(s,t) = Amin(s, ) + A2st

en(s,t) = rn(s; ) — pn(s)un(t) = Amin(s, t)

7.4 Eigenschaften der Korrelationsfunktion von gemeinsam WSS Zufallsprozessen
— Eigenschaften:
rx(7) < x(0)

Irx,y (T)] < V/rx(0)ry (0)

rx(1) = rx(=7)
TRxa > 07 [R]kl = Tx(tk,tl)

)

7.5 Leistungsdichtespektrum

— Definition:

Sx(f) = /00 rx(T)e9Tdr

—0o0

Sx(f)e—orx(7)
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— Eigenschaften:

Sx(f) =Sx(f),VfeR
Sx(f) = Sx(=f),Vf e R

/OO Sx(f)df =rx(0) = o + pik
Sx(f)>0,vfeR

— Zusammenhang Leistungsdichtespektrum und Ubertragungsfunktion A(f) eines LTI-
Systems

Sv(f) = A Sx(f)
Sy x(f) = A(f)Sx(f)
Sx,v(f) = A*(f)Sx(f)
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