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Aufgabe 2 Handyklingeln in der Vorlesung (19 Punkte) 19

Angenommen, ein Student führt ein Handy mit sich, das mit einer Wahrscheinlichkeit von
p während einer Vorlesung zumindest einmal klingelt.

Sei K eine diskrete Zufallsvariable, die angibt, ob das Handy in der Vorlesung mindestens
einmal klingelt (K = 1) oder nicht (K = 0).

a)* Welcher aus der Vorlesung bekannte Verteilungstyp ist geeignet, um K zu beschreiben? 1

Bernoulli-Verteilung
√

b)* Geben Sie den Erwartungswert von K an. 1

E [K ] = p · 1 + (1− p) · 0 = p
√

c)* Zeichnen Sie die kumulative Verteilungsfunktion FK (ξ). Achten Sie auf eine korrekte 3
Beschriftung der Achsen und kennzeichnen Sie bei Unstetigkeitsstellen die Zugehörigkeit
der Randpunkte.

FK (ξ)

ξ1

1
1− p √

√

√

Nun soll eine Zufallsvariable X betrachtet werden, die angibt, wie oft das Handy während
der Vorlesung klingelt.

d)* Warum sind in diesem Modell K und X stochastisch abhängig? 1

Weil die Realisierung von K durch die Realisierung von X eindeutig fest-
gelegt ist.

√
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X werde beschrieben durch die Zähldichte

pX (k) = e−λλ
k

k!
, k ∈ N0.

e)* Wie nennt man diesen Verteilungstyp?1

Poisson-Verteilung
√

f)* Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit P ({X = 0}).2

P ({X = 0}) = pX (0)
√

= e−λλ0

0! = e−λ
√

Damit das Modell sinnvoll ist, muss P ({K = 1}) = P ({X > 0}) gelten.

g)* Wie muss hierzu λ für gegebenes p gewählt werden?2

p = P ({K = 1}) !
= P ({X > 0}) = 1− e−λ

√

λ = − ln(1− p)
√

h)* Geben Sie den Erwartungswert von X in Abhängigkeit von λ an.1

E [X ] = λ
√

i) Geben Sie an, wie sich E [X ] für p → 0 verhält, wenn λ gemäß Aufgabe g) gewählt wird.1

E [X ] = λ = − ln(1− p)
p→0→ 0

√
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Aufgabe 2 Kombinatorik und Standardmodelle (33 Punkte)33

In einem Spiel werfen Konstantin und Zara eine faire Münze 3 mal nacheinander. Wenn
nach 3 Würfen {Kopf} häufiger als {Zahl} aufgetreten ist gewinnt Konstantin, andernfalls
gewinnt Zara. Die Münzwürfe seien allesamt stochastisch unabhängig.

a)* Welches stochastische Standardmodell modelliert die Münze als Zufallsexperiment?1

Bernoulliverteilung

b)* Mit welchem stochastischen Standardmodell können Sie die Wahrscheinlichkeit1
berechnen, dass {Zahl} nach 3 Würfen genau 0, 1, 2 oder 3 mal aufgetreten ist.

Binomialverteilung

c)* Berechnen Sie Wahrscheinlichkeit, dass Zara gewinnt.2

Zara gewinnt, falls mindestens 2 mal Zahl geworfen wird:

P ({“2 mal Zahl”} ∪ {“3 mal Zahl”}) =
(
3

2

)(
1

2

)2(
1

2

)1

+

(
3

3

)(
1

2

)3(
1

2

)0

= 3
1

8
+ 1

1

8
=

1

2

d)* Berechnen Sie Wahrscheinlichkeit, dass Zara gewinnt, wenn der erste Wurf {Zahl} war2
und der zweite und dritte Münzwurf noch ausstehen.

Zara verliert nur dann, wenn jetzt 2 mal Kopf geworfen wird.

Daher gewinnt Zara mit Wahrscheinlichkeit 1−
(
1

2

)2

=
3

4
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Peter und Paula spielen das gleiche Münzspiel nun mehrere Runden hintereinander.
Allerdings werfen sie die Münze in jeder Runde nur dann ein drittes mal, wenn der erste
und der zweite Münzwurf noch keinen eindeutigen Gewinner der Runde festgelegt haben.
Das heißt, eine Runde kann entweder aus 2 oder aus 3 Würfen bestehen, abhängig davon,
was die ersten beiden Münzwürfe in der Runde ergeben haben.

e)* Welche 2-er Tupel von {Kopf} und {Zahl} können als Ergebnis der ersten beiden 2
Münzwürfe im Allgemeinen auftreten? Kürzen Sie {Kopf} mit K und {Zahl} mit Z ab.

{KK,ZZ,KZ,ZK}

f) Berechnen sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Runde genau 2 Würfe lang ist. 1

{”2 Würfe”} =⇒ Ereignis {KK} oder {ZZ} ist aufgetreten:

P ({”2 Würfe”}) = P ({KK} ∪ {ZZ}) = 1

2

1

2
+

1

2

1

2
=

1

2
.

g) Berechnen sie die Wahrscheinlichkeit, dass eine Runde genau 3 Würfe lang ist. 1

Komplementärereignis zu ”2 Würfe”:

P ({”3 Würfe”}) = 1− P ({”2 Würfe”}) = 1

2

h)* Welche 2-er Tupel von {Kopf} und {Zahl} können als Ergebnis der ersten beiden 1
Münzwürfe aufgetreten sein, wenn entschieden wurde auf den dritten Wurf zu verzichten?

{KK,ZZ}
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Die Zufallsvariable Zr zeige nun an, wie oft das Ereignis {Zahl} in der r-ten Runde
aufgetreten ist.

i) Berechnen Sie die bedingte Zähldichte von Zr unter der Bedingung, dass die r-te2
Runde 2 Münzwürfe lang war.

P ({Zr = n}|{”2 Würfe”}) =





1
2

für n = 0
1
2 für n = 2

0 sonst

j)* Welche 3-er Tupel von {Kopf} und {Zahl} können als Ergebnis von 3 Münzwürfen1
aufgetreten sein, wenn der dritte Wurf notwendig war, um die Runde zu entscheiden?

{KZK,KZZ,ZKK,ZKZ}

k) Berechnen Sie die bedingte Zähldichte von Zr unter der Bedingung, dass die r-te2
Runde 3 Münzwürfe lang war.

P ({Zr = n}|{”3 Würfe”}) =





1
2

für n = 1
1
2 für n = 2

0 sonst

l) Bestimmen Sie nun die (unbedingte) Zähldichte von Zr.3

P ({Zr = n}) = P ({Zr = n}|{”2 Würfe”}) P ({”2 Würfe”})

+ P ({Zr = n}|{”3 Würfe”}) P ({”3 Würfe”})

=





1
4 für n = 0
1
4

für n = 1
1
2 für n = 2

0 sonst
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Peter und Paula spielen das Spiel nun R Runden und hören dann auf zu spielen. Die
Zufallsvariable Z =

∑
R

r=1 Zr zeige nun an, wie oft das Ereignis {Zahl} insgesamt nach R

Runden aufgetreten ist.

Für alle folgenden Teilaufgaben ist nicht von Bedeutung, wieviele der R Runden Peter
(oder Paula) gewonnen oder verloren hat.

m) Begründen Sie, ob die Zufallsvariable Z und die Zufallsvariable Z1 unkorreliert, 1
negativ korreliert oder positiv korreliert sind.

“positiv korrelliert”

da z.B. jede Erhöhung von Z1 eine Erhöhung von Z bedingt.

n) Begründen Sie, ob Z1 und Z2 unkorreliert, negativ korreliert oder positiv korreliert 1
sind.

“unkorrelliert”, da Z1 und Z2 Funktionen von unterschiedlichen,

stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen (Münzwürfen) sind.

o) Bestimmen Sie nun die Zähldichte der Funktion von Zufallsvariablen Y = Z1 + Z2 unter 4
der Bedingung, dass die erste Runde 2 Würfe lang war und die zweite Runde 3 Würfe lang
war. Nutzen Sie hierfür unter anderem Ihre Ergebnisse zu Teilaufgaben i), k) und n).

(mehr Platz auf der nächsten Seite)

Mit der Erkenntnis zur stochastischen Unabhängigkeit aus n) sind mehrere

Lösungwege möglich:

1) Faltung der WDFen aus i) und k)

2) Kombinatorische Verknüpfung der Ereignisse aus i) und k)

Stochastische Signale SS 2012



12

1)

1
2

pZ1|{”2 Würfe”}

0123

∗
1
2

pZ2|{”3 Würfe”}

0 1 2 3

=

1
2

pZ1+Z2|{”2+3 Würfe”}

0 1 2 3 4

2)
P ({Z1 + Z2 = 0}) = P ({Z1 ≤ 0} ∩ {Z2 ≤ 0}) = 1

2
P (∅) = 0

P ({Z1 + Z2 = 1}) = P ({Z1 = 0} ∩ {Z2 = 1}) = 1

2

1

2
=

1

4

P ({Z1 + Z2 = 2}) = P ({Z1 = 0} ∩ {Z2 = 2}) = 1

2

1

2
=

1

4

P ({Z1 + Z2 = 3}) = P ({Z1 = 2} ∩ {Z2 = 1}) = 1

2

1

2
=

1

4

P ({Z1 + Z2 = 4}) = P ({Z1 = 2} ∩ {Z2 = 2}) = 1

2

1

2
=

1

4
P ({Z1 + Z2 > 4}) = 1− P ({Z1 + Z2} ≤ 4) = 0

Es sei bekannt, dass am Ende Spiels (also nach R abgeschlossenen Runden) die Münze
insgesamt 10 mal geworfen wurde.

p)* Wieviele Runden wurden möglicherweise gespielt? Bestimmen Sie alle Werte, die die2
Zufallsvariable R annehmen kann, unter der Bedingung dass die Münze 10 mal geworfen
wurde.

2+2+2+2+2 = 10

2+2+3+3 = 2+3+2+3 = 3+2+2+3 = . . . = 3+3+2+2 = 10

5 Runden mit {”2 Würfe”} oder eine der
(
4
2

)
Kombinationen von 2 mal

{”2 Würfe”} und 2 mal {”3 Würfe”} ergeben in Summe jeweils 10 Würfe.

Das Ergebnis lautet also: R ∈ {4, 5}.
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q) Berechnen Sie nun die bedingte Zähldichte von R unter der Bedingung dass die Münze 6
10 mal geworfen wurde.
Hinweis: Überlegen Sie hierzu, welche Kombinationen von 2-er und 3-er Münzwurfrunden
zu insgesamt 10 Münzwürfen in R Runden führen und mit welcher Wahrscheinlichkeit diese
Kombinationen auftreten.

Zunächst die unbedingten Wahrscheinlichkeiten:

P ({R = 5}) = P ({”2 Würfe”})5 =
(
1

2

)5

P ({R = 4}) =
(
4

2

)
P ({”2 Würfe”})2 P ({”3 Würfe”})2

=
4 · 3
2 · 1

(
1

2

)4

= 6

(
1

2

)5

Daraus bestimmen wir nun die bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P ({R = 5}|{”10 Würfe”}) = P ({R = 5}|{R = 4} ∪ {R = 5})

=
P ({R = 5})

P ({R = 4}) + P ({R = 5})

=

(
1
2

)5
(
1
2

)5
+ 6 · 2

(
1
2

)5

=
1

13

P ({R = 4}|{”10 Würfe”}) = P

(
({R = 5}|{”10 Würfe”})C

)

= 1− 1

13

=
12

13
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