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1 Maxwellsche Gleichungen

Name des Gesetzes differentielle Form ‘ integrale Form

Gaufsches Gesetz divD = o Q) = [[sy Dda
Faradaysches Induktionsgesetz rotE = —%—Jf Joa Edi = —% iR Bda
Quellenfreiheit des H-Feldes divB = J Joy B=0

Ampéresches Durchflutungsgesetz | rotH = j + 22 [o  Hdi = [[,jda+ [[, 92

Die differentielle bzw. integrale Form kann durch Anwendung der Integralsitze von Gauf und Stokes
stets in die dquivalente andere Form gebracht werden.

Materialgesetze:
— D=¢E
— B=yuH
LT of

2 Energie von elektromagnetischen Feldern

2.1 Elektrische Energiedichte

— Herleitung {iber die Energie einer diskreten Ladungsverteilung: W, = ﬁ Zf\;ﬂ =1 q‘if'j
B g(Bap — 165 — 110 _ 1. |5]
= wa = [y B(B)AD = ED = } 101 = Le|

2.2 Magnetische Energiedichte

— Herleitung iiber die elektromagnetische Leistung

2.3 Poynting Vektor und Bilanzgleichungen

— Poynting Vektor S=ExH gibt an, in welche Richtung die Leistung fliefst; man spricht auch
von der sog. Energiestromdichte

— speziell fiir den Poynting Vektor lésst sich folgende Energiebilanzgleichung aufstellen:

.= 0
divS + awelmag = —Del

; p)
S+ // a7 Welmag = _Pel
//av v Ot I

3 Vektorpotential

3.1 Definition

— skalares Potential ®: E = —V®, mit rotE = 0 bzw. fac Ed7 = 0 als notwendige Bedingung
fiir dessen Existenz (hinreichend falls betrachtetes Gebiet 2 einfach zusammenhéngend (vgl. HM

111))
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— entsprechend Definition eines Vektorpotentials A mit divB = 0 als notwendige Bedingung hierfiir:
B = rotA

— Vektorpotential dabei nie eindeutig, da beliebiges Gradientenfeld dazu addiert werden kann:
A" = A+ V&, Hintergrund hierfiir ist die Identitét rotV(®) = 0; erlaubt also gewisse Freiheiten,
die durch Anwendung von Eichungen gewinnbringend genutzt werden kénnen

— damit lasst sich die bisher nur in der Elektrostatik giiltige Formel E = —V fiir den dynamischen
Fall erganzen:

ot ot

rot(E+§tg>:
L0 - - J -
E—i—aA:—V(I)(:) E:—VCI)—&A

— Maxwellsche Gleichungen in Vektorpotential Darstellung:

— aufgrund der gewéhlten Einfithrung der Potentiale miissen nur noch zwei partielle Differen-
tialgleichungen gelost werden (rotE = —%B und divB = 0 sind automatisch erfiillt)

— fiir die beiden anderen ergibt sich:

: g .. e
div (eV®) + adlv (eA) =—0

1 = 9 o 0 -
—rotA —A —P | =y
rot <,ur0t > + o +V <68t ) J

3.2 Eichungen

— Lorenz-Eichung;:

divA + e,u%q) =0

— niitzlich zur Uberfithrung der Maxwellschen Gleichungen in Vektorpotentialdarstellung in
zwei Wellengleichungen

— ferner findet hierbei gleichzeitig eine Entkoppelung statt, d.h. in einer Gleichung kommt nur
noch eine gesuchte Grofe vor

— zur Herleitung wird die Identitiit rot(rot0) = V(divl)— AU bendétigt (vgl. Springer FS); ein
Umstellen dieser Gleichung nach AU stellt im iibrigen die Definition des Laplace-Operators
fiir Vektorfelder dar — ein komponentenweises Anwenden des skalaren Laplace Operators
liefert ndmlich nur in einigen Koordinatensystemen (z.B. kartesischen Koordinaten) das

richtige Ergebnis
0? ¢ o/e
A — —_— — = — —
( EMW) <A> (uj>
—_——

Wellenoperator
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— Coulomb-Eichung;:

— kann als Spezialfall der Lorenzeichung fiir den stationdren Fall betrachtet werden

— Anwenden dieser Eichung iiberfiihrt die Maxwellschen Gleichungen in folgende Ausdriicke

|div(eVe) = —o|

. 2 . 9 .
AA— EM@A — euavq) = —uj

— wie man sieht, erhéalt man also im ersteren Falle die Poisson-Gleichung

3.3 Rand- und Stetigkeitsbedigungen an Materialgrenzen
— mathematische Formulierung
51~ﬁ—52~ﬁ:0mt
Bi-fi—By-ii=0
Ey t—Et=0 &  Exii—Exn=0

Hlxangxn—

— anschauliche Erklarung

— beim B-Feld ist die Normalkomponente (Komponente von B senkrecht zur Materialgrenze)
stetig; das D-Feld weist — sofern eine Oberflaichenladung vorhanden ist — in seiner Normal-
komponente einen Sprung von o;,; auf, ansonsten ist diese auch stetig

— beim E-Feld ist die Tangentialkomponente (Komponente von E tagentiell zur Materialgren-
ze) stetig; das H-Feld weist - sofern eine Grenzflichenstromdichte vorhanden ist - in seiner
Tangentialkomponente einen Sprung von ¢ auf, ansonsten ist diese auch stetig

— Herleitung erfolgt gruppiert nach Art der Maxwellschen Gleichung (div(j = v, rotU = ——V)
und Anwendung des Satzes von Gauft bzw. Stokes durch Betrachtung einer Zylinderhiillflache
bzw. einer geschlossenen Kurve

4 Gesetz von Biot-Savart

— niitzlich zur Berechnung eines von einem Strom I erzeugten B bzw. H Feldes fiir den Fall, dass
der Leiter nicht unendlich lang und geradlinig sein sollte

f‘/

— allgemeine Form kann aus B = rotA und A = = [[), f? d ) d3r hergeleitet werden

H j(ﬁ) 3
B(7) = 1= t d
1=k ///vm [ 7

— unter der Annahme eines linienférmigen Leiters mit kleiner rdumlichen Ausdehnung kann auch
folgende Formulierung abgeleitet werden

= ol [ di X (7 =)
B(F)—M/Y_,F,

|7 — 7
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— Bedeutung der verwendeten Variablen:

— v = 7(t) € R3: Kurve die den Verlauf des Leiterstiicks beschreibt; je nach Geometrie mag
eine abschnittsweise Beschreibung sinnvoll sein

— 7 Punkt, an dem man den Wert und die Richtung des B bzw. H Feldes wissen mochte
— 7: beschreibt den Integrationsweg, kann also durch v(t) ersetzt werden

7
— d7: differentielles Wegelement, entsprechend der Parametrisierung gilt also di = 4(¢)d¢

5 Potentialtheorie

5.1 Unbeschrankter Raum

— Potential einer Punktladung

o) = —_9

T dre [F — g

— Potential einer beliebigen Raumladungsverteilung

o0 = [f], Fme

— beiden Formeln liegt die Annahme zugrunde, dass ® — 0 fiir ¥ — oo

5.2 Beschrankter Raum
5.2.1 Klassifikation von Randwertproblemen

In der Potentialtheorie wird grundsétzlich ein zusammenhéngendes Gebiet € betrachtet, das ferner
auch einen Rand 0f2 aufweist. In diesem Gebiet soll nun die Poisson-Gleichung div(eV®) = —p unter
verschiedenen Vorgaben gelost werden.

— Dirichlet RWP: Vorgabe eines festen Potentials ® |5, = ®p
— Neumann RWP: Vorgabe der Normalenableitung % log = V@ - 11 |50

— Gemischtes RWP: Vorgabe eines festen Potentials als auch der Normalenableitung auf disjunk-
ten Teilen von 0f)

5.2.2 Analytische Lésungsverfahren fiir die Poisson-Gleichung
5.2.3 Greensche Funktion

Da die Herleitung in Biichern hiervon zumeist etwas aufwendig gefiihrt wird, soll diese nachfolgend
kurz aufgezeigt werden. Ausgangspunkt bilden die beiden Gesetze der Vektoranalysis (¥, ® : R® — R):

div(¥ - V) = div(V) VO + TAD
div(® - VI) = div(D)VT + PAT

Subtraktion der beiden Gleichungen fiihrt zu:

div(V - VP — & - V) = VAP — PAY
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Wendet man noch den Satz von Gaufs an, so erhédlt man eine der Greenschen Formeln:

/// div(IVP — dVI)dV = /// VAP — PATAV = // Vo — dVVda
\%4 oV
// \Ila—q) — <I>—da
oV 8TL

Nun setze man ¥ := G(7,7"), wobei G(7,7") eine Funktion sei, die nachfolgende Eigenschaften erfiillt.
Aufserdem gelte weiterhin: A® = —p/e.

AG(F, ) = =257 = ) Vi e V\OV
G(F, i) = 0 Vi € oV

Damit folgt:

5.2.4 Spiegelladungsmethode
Eine Moglichkeit obige Greenfunktion zu finden besteht in der Methode der Spiegelladung.

— Halbebene:

Q . Q 1 1
T *N = e 7o TS

- L 1 1 1
Grrm)=-—1-—= —
o dre \ |7 — 7| ‘F—f’ ‘

— Viertelebene:

Q -Q
® 0 g Q@ v v 1
ire \ =7 |= -
e \Irr ‘T_FEU‘ ‘“%)‘ ‘“%)‘
S O 1 1
CON = e\ TP o T i
r 7"(1) r T(Z) r— 7"(3)
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— Weitere keilformige Geometrien: Obiges Prinzip ist durchfithrbar fiir jedes keilférmige Ge-
bilde, dessen Winkel ein ganzzahliger Bruchteil von 180° ist.

— Kugel: hier muss der Kriimmung der Kugeloberfliche Rechnung getragen werden, wodurch La-
dung und Spiegelladung nicht gleich grof sind

1 Q kQ

2
Tk

rQ
k=_k
rQ
— Zweidimensionale Geometrien: Auch im 2D Falle ist die Spiegelladungsmethode haufig dazu

geeignet, die Greensche Funktion zu ermitteln. Ein wesentlicher Unterschied besteht jedoch in
dem Umstand, dass in diesem Falle keine Punktladungen sondern Linienladungen verwendet

werden und man damit ein Potential der Form ®(r) = 5Z-In (% zu Grunde legen muss. Zumeist

sind konforme Abbildungen fiir diese Félle jedoch besser geeignet. Diese sind im Wintersemester
10/11 aber nicht Stoff der Vorlesung.

5.2.5 Orthogonalentwicklung

Das Ziel bei dieser Methode besteht darin, Eigenlésungen des Laplace Operators zu ermitteln. Ausge-
hend von einer allgemeinen Poisson-Gleichung im R? der Form Ab = —\b und dem Seperationsansatz!
b= b(xy1,z2,x3) = b1 (x1)b2(x2)bs(x3) ergibt sich:

by (x1)b2(x2)b3(23) 4 b1 (21)by (w2)b3(23) + b1 (21)ba(x2)b3(23) = —Ab1(21)ba(22)b3(23)
Vi (1) n by (2) n b3 (w3)
b1 (xl) bQ({L‘Q) b3($3)

~——
A1 A2 A3

=)

Da A1, A2 und A3 jeweils nur von einer Variable x;,j € {1,2,3} abhéngen, konnen diese jeweils unab-
héngig veréndert werden, ohne dass sich jedoch die Konstante auf der rechten Seite dndert. Dies ist
wiederum nur maglich, falls die A; selber Konstanten sind.

Dies fiihrt zu drei gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, fiir die eine Lésung sehr leicht
gefunden werden kann:

bi(x1) = —Aiby(z1)
by (w2) = —Aaba(z2)
bg(fﬂg) = —)\31)3(1'3)

"hiufiger Ansatz zum Lésen partieller DGL, z.B. typisch bei mehrdimensionalen Wellengleichungen
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Die allgemeine Losung hiervon ist: b;j(x;) = A;sin(kjz;) + B; cos(kjz;)
Anschliefsend sind noch folgende Schritte notwendig:

1. Bestimmung der Konstanten durch Einsetzen der Randbedingungen (geg. durch Geometrie, vor-
geg. Potential) und Normierung, aufgrund der besonderen Struktur der obigen Losung konnen
die k; zumeist nur diskrete Werte annehmen, d.h. k; = f(n),n € IN

2. Normieren der gefundenen Lésung: [%_bj(x;)bj(x;)*da; = 1

Der Begriff der Orthogonalentwicklung beruht dabei darauf, dass die Teilfunktionen b; ein Orthonor-
malsystem bilden, es gilt also < bj, b, >= d;p.
Die Greenfunktion ergibt sich nun aus (mit bjog = b1(z1)b2(x2)bs(x3)):

. L1
G(’I”, ’Iﬂ) = Z blgg(r)ablgg(fj)

5.3 Uberblick iiber entsprechende Korrespondenzen

‘ Elektrostatik ‘ stat. elektr. Stromungen ‘ Magnetostatik ‘ stat. Warmefluss
Feldgrofen (D, e, E) (j,0,E) (B, p, H) (Jo, K, —VT)
Across-Grole U= @:l -®, | U= @:} - Vinag = (I)jnag — Prag | VT = Thot — Teold
Through-Gréfe | ¢p = [[,Dda | I = [[,jda op = [[, Bda Q= [[,Joda

Das Verhaltnis Across-Grofe zu Through-Grofe entspricht dabei von seiner Bedeutung her stets einem
Widerstand.

6 Makromodellierung

6.1 Maxwellsche Kapazititsmatrix

— Ausgangspunkt hierfiir bildet ein abgeschlossenes Raumgebiet, in dem keine Raumladung vor-
handen ist
EloN

/

Qs 03
/

N
() = Z %
=0

— Fiir die Ladung auf dem k-ten Kondensator folgt nun:

N N
Qi = / Diida = — / / eVdiida = — / eVOiiida-Vi=Y CuV
o O ; O ;
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— Maxwellscher Kapazitatskoeffizient: | — / / eV&;iida
o,

— Die Koeffizienten lassen sich zu einer Matrix C zusammenfassen, wobei diese folgende Eigen-
schaften besitzt:

— positiv semidefinit
— Zeilensumme ist Null: Z;\io Cu=0

— Spaltensumme ist Null: Z,ivzo Cr =0

1
— Gespeicherte Energie: | W, = §VTCV

6.2 Induktive Bauelemente, Magnetische Kreise

6.2.1 Trafo-Gleichungen

— Koppelfaktor: k = \/%
g 2 — Trafogleichungen:
0 . 0 .
wo | L R e ur(t) = Lugin(t) + Mg ia(t)
uslt) = M Sia(1) + Lo a1

ot

6.3 Komplexe Wechselstromrechnung

— Spannungen und Stréme besitzen sinusoidalen Verlauf der Form

u(t) = U sin(wt + ¢y,)
i(t) = Isin(wt + ¢;)

— Zeigerdarstellung in der komplexen Ebene
U = Ueitn
[ = I

Entsprechend lassen sich die orginalen zeitabhéngigen Werte durch Bilden des Imaginérteils wie-
der erlangen:

u(t) = Im(U&“t)
i(t) = Im(I&")

— Bauelemente

— Widerstand
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Im
U=RI
I
- Re
U
— Kapazitit
Im
) R I
I = jwCU
»Strom eilt Spannung voraus.*
’3 - Re
U
— Induktivitét
Im
Q =J WLi o
L,Spannung eilt Strom voraus.* -
’:) - Re
I

— Leistung/Effektivwerte
— Momentane Leistung: p(t) = u(t)i(t) = Ul sin(wt + ¢y,) sin(wt + ¢;)
— Mittelwert einer periodischen Funktion: z(t) = & fOTx(t)dt

— Effektivwert (= Root Mean Square) einer perdiodischen Grofe: X ;s = %fOT x(t)2dt

Im Falle eines sinusoidalen Verlaufs gilt:

Uery = \%
Lepr = \2
— Komplexer Leistungszeiger: P = %@ " Hieraus lisst sich die Wirk- und Scheinleistung
ableiten:
Pyw = ReP = Ucfplcrcos(Ag) = %Uf cos(A¢)
P =ImP = Uepsl.sssin(A¢) = %ﬁf sin(Ag)

7 Elektromagnetische Wellen

7.1 Herleitung der Wellengleichung

Ausgehend von den Maxwellschen Gleichungen
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—

)
tE=——8
ro 8t

—

0 =
I"OtH_]—I— tD—UE—I—]g—I—s—

0 ot

lassen sich folgende Wellengleichungen herleiten.
— Wellengleichung fiir E

rot(rotE) = V(divE) — AE = V(%Qo) — AE

0 5 0 > 0% - 0 -

rot(rotF) = rot(—&B) = —O',U,aE - 5M@E — Hpgdo

0% - 0 7 - 0 0 -
watQE tpog B = AE=-V(2) = oo

— Wellengleichung fiir H

rot(rotH) = V(divH) — AH
rot(rotH) 0 H—¢ o H + rot(jo)
pr— —U —_— —_— PR

82

- 0 = = >
5M@H + O',U,aH — AH = rot(jo)

7.2 Physikalischer Mechanismus der Wellenausbreitung

1. rotE = —%é: B erzeugt Wirbelfeld E

—

2. D=cE ,j —oE: E polarisiert Ausbreitungsmedium und verursacht D

— —

3. rotH =0 gE D und ggf. j erzeugen Wirbelfeld H

— —

4. B = pH: H magnetisiert Medium und erzeugt B

!

7.3 1D-Wellengleichungen
— Beschreibende PDGL:

Pu 1 02
o9 L=
or? 2 ot?
— Losungsansatze durch
— d’Alembertsche Losung der Form u(x,t) = fi(z + ct) + fa(z — ct)

— Seperationsansatz
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7.4 Ebene Wellen
7.4.1 Alligemeine Bemerkungen

— Hierunter versteht man Wellen, bei denen der geometrische Ort von Punkten gleicher Phase
eine Ebene ist; dies bedingt ferner eine an allen Orten gleiche Ausbreitungsrichtung. In der
Praxis stellt dies nur eine Vereinfachung dar, im Fernfeld liefert diese Annahme jedoch eine gute
Approximation der tatséchlichen Umsténde.

— Losung der Wellengleichung kann ausgehend vom 1D-Fall iibernommen werden:

-

E(7,t) = Eg(kF — ct)

Neben der Wellengleichung miissen jedoch auch weiterhin die anderen Maxwellschen Gesetze
erfiillt sein. Dies bedingt durch die Divergenzbedingung stets transversale Wellen?.

div(E) =0 < V-Eg(ki—ct)=k-E)(ki —ct) =0

— Aus der Kettenregel folgen einige weitere spezielle Differenziationsregeln, die hdufig sehr niitzlich

sind:
9 5 (kP — ct) = ky. - B (k7 — ct)
al'j 0 S 0
VEo(kF — ct) = k - E)(k7 — ct)
rot(Eg (k7 — ct)) = k x Ey(k7 — ct)
— Dadurch folgt insbesondere:
. 1 - -
Hy = —(k x Ey)
Hw
— 1 - —
Ey=——(k
0 5w( < Ho )

7.4.2 Harmonische Ebene Wellen

— Allgemeine Form

E(F, t) = Epi€1 cos(EF— wt — ¢1) + FEpaéa COS(EF— wt — ¢2)
. 1 - .
H(7t) = —(k x E

(Tv ) uw( X 0)

— Klassifikation der Polarisation

— verschiedene Polarisationsrichtungen, beliebige Amplituden, schwankende Phasenbeziehun-
gen: unpolarisiert

— gleiche Ausbreitungsrichtung, gleiche Phase, verschiedene Amplituden: linear polarisiert

2im Gegensatz dazu stehen Longitudinalwellen, bei denen die Schwingungsrichtung gleich der Ausbreitungsrichtung ist
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— gleiche Ausbreitungsrichtung, ungleiche Phase, verschiedene Amplituden: elliptisch pola-
risiert

* Speziallfall: & = £75
- ® = 7 Linksdrehung, linkselliptisch
- ® = —3: Rechtsdrehung, rechtselliptisch

x Speziallfall: Fy; = Eys: zirkularpolarisiert
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